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|
Medida de Mahler de polinomios multivariados

P € C[xt, ..., xFY], la medida de Mahler (logaritmica) es :

1 1
m(P) = /0 /0 Iog\P(ezm@l,...,e2”19")|d91,,.den
1

dX1 an
= — log |P o — ... .
(2mi)n /Tn og |[Plxa,. - x) X1 Xn
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|
Medida de Mahler de polinomios multivariados

P € C[xt, ..., xFY], la medida de Mahler (logaritmica) es :

1 1
m(P) = /0 /o log |P(eX™01 . e2™0)|dp; ... d6,
1

dX1 dX,,
= — log |P o — ... .
(2mi)n /Tn og |[Plxa,. - x) X1 Xn

Por la férmula de Jensen,

m (a H(x - a,-)) = log |a| + Z log max{1, ||}
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-
Ejemplos en varias variables

e Smyth (1981)
3V3

m(l+x+y)=—-—L(x-32) = L'(x-3,—1)

m(1+x+y+z):%((3)
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-
Ejemplos en varias variables

e Smyth (1981)

m(l+x+y) = i\fL(X—& 2) = L'(x-3, 1)

M1+ x4y +2) = 55C(3)

@ Boyd, Deninger, Rodriguez-Villegas (1997)

1 1
m<x++y+—1>iL’(El,0)
x y

E; curva eliptica, clausura proyectiva de x + % +y+ )l/ —1=0.
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-
La técnica general

Rodriguez-Villegas (1997)
1 1
PAly) =1-AP(xy)  Plxy)=x+_+y+ "

m(P, ) :== m(Py)
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-
La técnica general

Rodriguez-Villegas (1997)

1 1
Px(x,y) =1—=AP(x,y)  P(x,y) =X+;+y+)—/

m(P, ) :== m(Py)

1 dx dy
PA)=—— [ log|l—AP ==
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Notar

IAP(x,y)| <1, A chico, x,y e T?

dxdy

. L el - AP(x
m(P,\) = (2ni)? /TQI g(1 = AP(x.¥))~ Y
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Notar

IAP(x,y)| <1, A chico, x,y e T?

1 dx dy
m(P,\) = ——=5 log(1 — AP —_—
#(P.) = ooz | log(1 = AP(xy)
A1 dx dy L ap\"
= — — P n——:—
; n (2mi)? /Tz () Xy nz;: n
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Notar
IAP(x,y)| <1, A chico, x,y e T?
1 dx dy
(P, A) = ——— [ log(1l— AP -
#(P.) = ooz | log(1 = AP(xy)
A1 dxdy L ap\"
=—-y = P -
; n (2mi)? /Tz G )" y nzzzl n
donde
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dm(P,A) 1 / P(x,y) dxdy
d\ (ri)2 Jre1-AP(x,y) x y

Escribimos

1 1 dx dy >
P, A ap\"
u(P,A) = (27i)? /ﬂ-z 1-AP(x,y) x y ;J
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dm(P,A) 1 / P(x,y) dxdy
d\ (ri)2 Jre1-AP(x,y) x y
Escribimos
1 1 dx dy >
P,A) = ap\"
u(P, ) (27i)? /ﬂ-z 1—-AP(x,y) x y nz%

A e n
m(P,A):—/O (u(P, t)—l)dt —Z"””A
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dm(P,A) 1 / P(x,y) dxdy
d\ (ri)2 Jre1-AP(x,y) x y
Escribimos
1 1 dx dy >
P\ = ap\"
u(P, ) (27i)? /ﬂ-z 1—-AP(x,y) x y nz%
A o n
mP ) = — [ (u(P,t) - )& an
0 n=1 n

EneIcasoP:x—i-%—l-y—f-}l,,
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|
Definicion
Fx,...x, grupo libre en xq,...,x;,
N« Fxl,...,xlr = IFX1,...,X//N
Q= Q(Xl,...,X/) = chg c (CF,
gel

Q"= Z@g_l € CT reciproco.
gerl
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- |
Definicion
Fx,...x, grupo libre en xq,...,x;,

N« Fxl,...,xlr = IE‘Xl,...,x,/N

Q= Q(Xl,...,X/) :chge(cr,

gel

Y= Z@g_l € CT reciproco.
gerl

P=P(x,...,x) €CT, P= P~

dn = [P(Xl, . ,X/)n]o.
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También escribimos de esta forma
o0
ur(P ) =) ap\"
n=0

la funcién generatriz de a,.
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También escribimos de esta forma
o0
ur(P ) =) ap\"
n=0

la funcién generatriz de a,.

Q(X]_;-..7X[) S Cr

Q@ = 1 (1-(1-2QQ")

donde A es real, positivo y 1/\ es mayor que la longitud de QQ*.

log A <= by o
mr(Q) = —22 =32 by =[(1-AQQ)],
n=1
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|
Volumen de nudos hiperbdlicos

K nudo: inmersién suave St ¢ S3.

F=m(S*\K)=(x,...,x|m,...,n-1)
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|
Volumen de nudos hiperbdlicos

K nudo: inmersién suave St ¢ S3.

F=m(S°\K) = (xt,...,x|n,...,n1)

Para un grupo arbitrario I', sea
€. 2 — 7 chg%z:cg.
g g

Derivacién: mapping ZI' — ZI'
e D(u+v)= Du+ Dv.
e D(u-v)= D(u)e(v)+ uD(v)
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Fox (1953): G libre, {xi, ...} generadores, hay una derivacién % tal que

% _ 5
8X,' "
De vuelta con los nudos,
Consideramos la matriz de Fox
on on
8X1 e 8X/
F— L e M(/—l)X/(Cr)
Org_1 or_1
Ox1 e 0x|

Al borrar una columna, F ~ A e MU=D)xU=1)(Cr).

OV I DET Y MV EY AT R NI IEV Rl VIEESHE\ ariaciones del grupo base de la Medida de Julio 17, 2007 10 / 23



Teorema (Liick, 2002)

Sea K un nudo hiperbdlico. Entonces, para )\ suficientemente pequefio,

%V01(53 \K)=—(I=1)In)— HE_:I %trcr (1 — MAAH)).
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Teorema (Liick, 2002)

Sea K un nudo hiperbdlico. Entonces, para )\ suficientemente pequefio,

%V01(53 \K)=—(I=1)In)— HE_:I %trcr (1 — MAAH)).

o El lado derecho es 2tr(my, (53 k)(A))-
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Teorema (Liick, 2002)

Sea K un nudo hiperbdlico. Entonces, para )\ suficientemente pequefio,

%V01(53 \K)=—(I=1)In)— HE_:I %trcr (1 — MAAH)).

o El lado derecho es 2tr(my, (53 k)(A))-

o Si Ac M'7IC[t, t71], el lado derecho es igual a 2m(det(A)).
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Teorema (Liick, 2002)

Sea K un nudo hiperbdlico. Entonces, para )\ suficientemente pequefio,

%VOI(S:'; \K)=—(I=1)In)— ;1 %trcr (1 — MAAH)).

o El lado derecho es 2tr(my, (53 k)(A))-
o Si Ac M'7IC[t, t71], el lado derecho es igual a 2m(det(A)).

o [ discreto. Determinante de Fuglede-Kadison para operadores
acotados invertibles -equivariantes en /?(T).
Lick: generalizaciéon a no invertibles.
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-
Medida de Mahler sobre grupos finitos

P = Z(a,-s,- +857) + anTj cCr
i J

Si#S L Ti=T716€CneR and s, T €T,
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-
Medida de Mahler sobre grupos finitos

P = Z(a,-s,- +857) + anTj cCr
i J

Si#S L Ti=T716€CneR and s, T €T,

Teorema

Para T finito 1

log det(/ — \A),

donde A la matriz de adyacencia del grafo (pesado) de Cayley y % > p(A).

Produce una continuacién analitica de mr(P, A) a C\ Spec(A).
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|
Grupos abelianos

I" grupo abeliano finito

Fr=2%2/mZx - x7Z/mcZ

Corolario

_ L

log | ] (1=AP(&h,.....&h))

Jiseeeidi

donde &y es una raiz primitiva de la unidad.

Usa la descripcion del espectro de grafos de Cayley para grupos finitos
dada por Babai (1979).
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Teorema

Para )\ pequeno,

lim Mz mzxxz)mz(Ps A) = mgz (P, A).

my,...,m—o00

Donde el limite se toma con my, ..., m; yendo a infinito en forma
independiente.
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|
Grupos Dihedrales

M= Dm = <p70 ’ pm,0_2’0_p0.p>.

Teorema

Sea P € C[Dp,] reciproco. Entonces

m

P"]of;z 1)+ P" (¢, -1)),

=1

donde P" se expresa como suma de monomios p¥, op* antes de efectuar
la evaluacion.
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Para I = Z/mZ x /27 = (x,y | x™, y?, [x, y]),

Plo= - z( L) 4P 1)),

Comparamos Dy, y Z/mZ x 7/27 con x = py y = o en Dp,.
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Para I = Z/mZ x /27 = (x,y | x™, y?, [x, y]),

Plo= - z( L) 4P 1)),

Comparamos Dy, y Z/mZ x 7/27 con x = py y = o en Dp,.
Teorema
Sea

P= x4 Bryx*

con coeficientes reales y reciproco en Z/mZ x Z/2Z (por lo cual también
es reciproco en Dy,). Entonces,

Mz, mzx7,/22(P;s A) = mp, (P, ).
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Corolario

Sea P € R[Z x Z/27Z] reciproco. Entonces

mzxz,/22(P, A) = mp_ (P, A),

donde Dy, = {p, 0| 02, 0pop).
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|
Aproximaciones de medidas de Mahler por cocientes

I son cocientes de I:
Teorema
Sea P €T reciproco.

@ Paral = Dy, Ty = Dy,

lim mp, (P,\) = mp_(P,\).

® Paral = PSLy(Z) = (x,y | x%,¥%), Tm = (x,y | X%, ¥3, (xy)™),

lim mr, (P, \) = mpsy,z)(P, ).

m—00

@ Paral =Z+Z = (x,y), Tm=(x,y]|[x,¥]™),

lim mrm(P, A) - mZ*Z(P,)\).
m—00
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Ejemplos infinitos

P=x+x14+y+yt

o)

2m\? ., 11 )
uzxz(P,A) =) ) AT =F (551,160

n=0

. [4n
IRTAGEIEDS (2n) A2

n=0
3

uz7(P,\) =
z2(P;A) 1+2v1— 1202
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E—
Futuros estudios: recurrencia de los coeficientes

e Caso abeliano:
u y sus derivadas satisfacen una equacién diferencial de Picard—Fuchs.
Griffiths (1969)

AN U" + BA)u' + C(N)u =0,
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E—
Futuros estudios: recurrencia de los coeficientes

o Caso abeliano:

u y sus derivadas satisfacen una equacién diferencial de Picard—Fuchs.
Griffiths (1969)

AN U" + BA)u' + C(N)u =0,

e Caso libre:
u es algebraica.
Haiman (1993)
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Futuros estudios: recurrencia de los coeficientes

o Caso abeliano:

u y sus derivadas satisfacen una equacién diferencial de Picard—Fuchs.
Griffiths (1969)

AN U" + BA)u' + C(N)u =0,

e Caso libre:
u es algebraica.
Haiman (1993)

@ Qué pasa “en el medio”? Hay siempre una recurrencia de
coeficientes?
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Futuros estudios: Entropia de arboles y la conjetura del
Volumen

m <P, 71%) es escencialmente h(G), la entropia de drbol del grafo de
Cayley.

Lyons (2005)

Gp son grafos finitos que se aproximan a un grafo infinito transitivo G,

— lim log 7(Gp)
ne) =M TG

donde 7(G) es la complejidad (niimero de arboles generadores).
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Comparar con

Conjetura ((Conjetura del Volumen) Kashaev, H. Murakami, J. Murakami
(1997))

Sea K un nudo hiperbdlico, y J,(K, q) su polinomio de Jones colorido

normalizado, entonces,
Lyol(s\ K) = fim oL (%))
o ol(§°\ K) = lim

n—oo n
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FIN
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